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12.3 確率の流れと光学定理

散乱問題: 入射波と散乱波が存在

→波動関数は入射波と散乱波の重ね合わせ

確率の流れ: 入射波と散乱波の干渉項

確率の保存から、無限遠での境界条件の式の正しさを確かめられる

確率の保存則: 確率の流れ j、確率密度ρ

波動関数　　　　はエネルギーの固有状態

→確率密度は時間によらない
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→全確率　　　が保存

波動関数の漸近形についての確率の流れ

入射波 干渉 散乱波

球座標での∇

を球面波に対して用いる

球面波:
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干渉項の指数:

→波束を作るために異なる波数を重ね合わせる(kで積分する)と、　　　の方向は波が打

ち消し合う
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使用: グラフ計算機https://www.desmos.com/calculator?lang=ja
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干渉項は前方方向に鋭いピーク と置き換えられる

前方方向の確率を見るために、小さな角度　　まで積分

先程と同様に、 に関する項は無視できる

よって、確率の保存は、

光学定理: 弾性散乱振幅の虚数部分が全断面積を与える

物理的意味: 干渉により減少するフラックスと、散乱により球面波として出ていくフラック　　　　

　　　　　　スがバランスを取っている
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12.4 散乱行列とユニタリティ

散乱問題: 十分過去と十分未来で相互作用のポテンシャルを無視

→自由粒子の波動関数　　が正しい解

十分過去: 十分大きな　　に対して、

十分未来: 十分大きな　　に対して、

十分過去に自由粒子の波動関数から出発すると考える

ポテンシャルも含めて考えた正しい解を

十分未来で、再び自由粒子の波動関数の重ね合わせで書ける

散乱での観測: 正確な波動関数　　を自由粒子の波動関数　　で分解して考える

散乱行列、S行列

ハミルトニアンがエルミートのとき、内積は不変

エルミート演算子Oの固
有状態は完全系をなす
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これを用いると、内積は任意の時刻tに対して、

自由粒子の波動関数は完全系

自由粒子の波動関数　　との内積を取ると、

の完全性と　　の正規直交性を用いると、

はユニタリ行列; 散乱行列のユニタリティ

シュレディンガー方程式の解　　も完全系をなす

これを用いると、 も言える
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散乱振幅　　　　は素通しの波だけを取り除いた残りの部分に比例する

→この部分をT行列

散乱振幅が確率を保存するために満たさないといけない最も一般的な条件がユニタリティ

前方散乱振幅: 入射波と散乱粒子が同じ場合

とすると、自由粒子からのズレは、

ここで、

よって、

右辺？

一般論の方が見やすいかも

(30)

(31)

クロネッカーのデルタは自由粒子に対応

(参考)
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13 球対称ポテンシャルでの散乱
13.1 部分波

定常状態に対する球座標でのシュレディンガー方程式

uを変数分離して解く

以下のLegendreの微分方程式がもととなる。この解をLegendre多項式と呼ぶ。

となる。この解は、Legendre多項式を用いて

と表せる。
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θ、φに関しての議論

(✳)式は、θとφに変数分離できて、θに関して、

-

Ʃm

( I( r よ ) t no ( sino 0 )←) µ+Oriu = Eu

U = RIn , YCO
,
φ ) とすると

、

公 感 ( rR )←( " ( E - π ( r ) - ) R = 0

{ 品 品 ( sino 皆 ) + π 0 t λ Y = 0 … *

λ= e (et 1 ) のときに 有界 な 解 を 持 ち γ に 関 して

-
Ʃ

( ～ ( ^ ) -et
" ) +

osr ) Re = ERe

( 1 - 鄂 ) )← p = 0ecl+ 1 )

(い - z ^
)山 ) ← ( -

F"
)

p "
=

0llet>

pm = ( -
2

)
世 '

dzim
e



Legendreの陪関数

球面調和関数

l: 軌道角運動量の大きさ、m: 軌道角運動量のz成分

通常はz軸周りの対称性がある→m=0の場合のみを考える

動径方向の波動関数の規格化を少し変える

部分波: 角運動量ごとに分解して得られる波動関数の成分

原点での境界条件: 波動関数が原点付近で有界という条件から決まる

(参考: 猪木川合、p137～138)

散乱問題の特徴: 無限遠点での境界条件の課しかたにある

→自由粒子の球面波を詳しく検討

原点付近のポテンシャルの振
る舞いをもとに、波動関数の
振る舞いを考察できる
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具体的な表式は、以下のようになる。
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自由粒子のシュレディンガー方程式

球面波を表す

13.2 位相のずれと部分波断面積

ハミルトニアンが連続固有値のとき、進行波解が存在

→無限遠での境界条件: 入射波方向以外からは波が入ってこない

右図のように、考慮するポテンシャルごと

に領域を分けて考える

領域2: (†)の方程式

→一次独立な解は球ベッセル関数

動径方向の方程式は実数だから、r=0で実数で出発したら実数解になるはず

→

は規格化因子だから一般に複素数
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引用: http://www.th.phys.titech.ac.jp/~muto/
lectures/QMII09/QMII09_chap23.pdf
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球ベッセル関数の漸近形

これを用いると、領域3での波動関数の漸近形が表せる

位相のずれ: 自由粒子の確率振幅の場合との振動の位相差

位相のずれ　　と散乱振幅との関係を見る

→入射平面波をルジャンドル関数で展開

(16)

(17)

引用: http://www.th.phys.titech.ac.jp/~muto/
lectures/QMII09/QMII09_chap23.pdf
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平面波を球面波で展開する公式

(18)

平面派はシュレディンガー方程式の解なので、

と表せる。平面波はφによらないので、

ここで、

となるが、平面波は原点で有界だから、

の係数を比べる。

だから、

ちょうどこの位相で重ね合わされたときのみ平面波

⇆位相がずれると、散乱波が出てくる

参考: http://www.phys.shimane-u.ac.jp/
mochizuki_lab/QMIII2006_4.pdf

のときを考えて、

(高次)

eka =
e '

rreoso =
( 2 exl ) ie jethr ) Pe looso )

- itkr -' π ) ) Pelaso >～ aet ' s ie
t e' tkr

-
'

a ,
te

外向 き 内向 き

∵ )

eikz : e
' krcoso

= In ReckriYe
"

loe , … α

eiba = ƩRe lkr , Peccoso , … β

Rece , = aejece , t benece .
… δ

be = 0

: I E: likr casoje = { aeiecbr , Petcoso … δ

kr GosO 1 ～O (br )
e

( cosoje

jeckr ,

Eeei"tale
!

tbrse t

.

Peloso ) = tet(cosoiet " … ←

= ee ÷ nee ,s

ie: ) .
… そ

ae =
( 2 et ) ie … う



波動関数uを球面波で表し、領域3の波動関数の漸近形と等置すると、

内向き球面波は入射平面波だけから現れるから、内向き球面波の係数は等しくなる

これより、無限遠で境界条件を満たす波動関数は、

境界条件: 入射波以外は、外向きに出ていく球面波だけ

このとき、外向き球面波の係数は、
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各部分波の位相が入射波からずれていることが散乱波を与える

○位相のずれ　　から全ての情報が得られる

微分散乱断面積を位相のずれで表す公式
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これを用いると、
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を用いると、前方散乱断面積は、

これより、

となるので、

散乱全断面積は前方散乱振幅の虚数部分で与えられる
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